3. (a) Soit
de ¢ et




a boule ']
préciscra.

(b) En déduire que [ est injective su ]
b
' T > ’on
difféomol phismc de la boule B dans un ouvert que e

4 Montrer que [ ost un i
Exercice 3

On considére la fonction [ : R? — R? définie par
Rory) = (= — Loty v + gon@)), VY €T
ur R? et déterminer sa matrice jacobienne.

1. Montrer que la fonction [ est de classe G-

9. Montrer que pour tout (1.2, v1,Y2) € R*,

Flongn) = f@2.42) = [[(z1 — 22,41 — w)ll < %“(11 ~ 25,0 =~ Y

ot .|| est la norme euclidienne de R2.
3. En déduire que [ est un difféomorphisme de R? sur son image f(R?).
4. Soit (a,d) € R%. On considere Iapplication ¢ : R2 —s R? définie par

Py 1
o(z,y) = (a+ —2—5111(y),b - ism(x)), V(z,y) € R
(a) En utilis e théore ;
) En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que pour tous (z1,¥1), (2, ¥ )€
S (41, 91/, 2,92

R?, on a

”(fl?],yl) i ($27y2)”'

N | =

lle(@i, ) — o(z2,92) || <

(b) En déduire que f(Rz) — R?
5. Calculer Df1(0,0).

Baréme sur 20 points

Xercice 1 6 points (141 e
(IHI)+(14+1)+(141).

BExercice 2: 6 point
points = (1+1) + 1 + (1,540,5) 4 1

Bxercice 3: S
) points (J', 0.5)
\97U,0) + 15T
‘ 9+1)+1.
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ants et s€ porte sur deux pages:

la copie.
niques interdits.

ndépend
le la netteté de
tériels électro

e trois exercices i
era tenu C

L’épreuve compor?
alculatrices et m&

Compte 8

Attention! Documents, €

1: 7 points = (0,5+1) + 1,5 + (140,5) + ((140,5)+1)-
| R? s R? définie par’

Exercice L:
e la fonction f

Iz, VI = |z| + |yl, on consider

R? étant muni de la norme
(E) —z, Arctang(g—) 4 y)

¥ (z,9) € R )= <Arctang 5

) = . < 5 .
sur R? et déterminer sa matrice jacobienne.

1. Montrer que f est de classe C?

9. En utilisant l'inégalité
|Arctang(a) — Arctang(b)| < la — 0l

déduire que f est un difféomorphisme de R? sur son image f(R?)

3.  Montrer que
pfif(zy)] = [Df@w] s Y (@y) € R

puis déduire [Df(2,2)] o
4. (a) Montrer que pour tous (z1,%1), (T2,%2) € R?, on a
s, w1) = (z2,92)|| < 2if (v ) f(z2,32)|l

(b) Déduire que f(R?) = R?
Indication: :
ication: on pourra montrer que f(R?) est un f
erme.

Exercice.2: ' = 1+ (1S5RS

ice.2: 7 points = 1 (1 (1 1) (1+1))+1

i e é .m

Rappeler la définition d'un C!-difféom p’h'
2. On pose U = n ; llls _)e- =
~ = RQ \
{ O} et on considere f : R? tell a7 z
elle que f(x,y) ( 2 y2 2 )
, 4ZY).

(a) Montrer g
lontrer que f est un C'-di
U (C’est-a-di n C"-difféomorphi
o -dire qu)il % ] p 1sme IOCal & ¢
. difféomorphisme d existe un voisinage ou au voisinage de tou o
(b) Q " € UO dans f(U) vert, UO < U de X : / t XO = (.’EO yo) =
uelle formule péné 07+ 0 el que i
S0 général : . f soit 1
réciproque associge? Expl lie la différentielle de f o
(c) Enoncer le thaor 1citer cette relation & 1743 en Xo € U 3 1 ‘
Montrer coreme d'inversio n a Paide des matrj ?e e el bijectio
3. M que f n’est pas un Clndgflfobale ices jacobiennes 2
. -diffé : ‘
ontrer que si une foncti eéomorphisme global de [
Onf_'R S sur f(U)

tout rée] g]
ors c’est 1
un Cl-dlfféomorphisme global
obal de R sy
r f(R).

1







dépen
Compte serd tenu de la nettete‘ S
Jculatrices et mater |s élec

1’épreuve com

z\ttentfmn‘. Documcm,,s, ca

%

. pa G iw Bx L
goit E, F et G trois espaces vectoriels normes: On munit E
(@l = sue (1o ll)-

3 Lot - -« cont équi alentes:
1. Montrer que les trois propnetos suivantes gont EquIVe

jon B est continue.
B est continue en (0, 0). 4

{>0 telle que
o, (Bl < M

(a) [ applicat
(b) 1 application
(c) 1l existe une constante i\

|
pour tous (T V) R
9. On suppose que E et F sont de Jdimension finie: Montrer queé goutes les a,pphcatlons bilinéalres
sont continues.
Exercice 2
R? — R? definie par:

| + lyl, on consideére la fonction f

R? étant muni de la norme ‘g“‘(.r‘y)\\ = |z
) X
Y (z,y) € B () = (Arctang(%) g Arctang(i) + y>.

1. Montrer que f est de classe C* sur R? et déterminer sa& matrice jacobienne-

2. En utilisant I'inégalite
|Arctang(a) _ Arctang(b)| < la— b|
déduire que f est un diffeomorphisme de R? sur son image Ji (R?).

3. Montrer que

| i y)] = DFEW] . V(@) € R®.
puis déduire [Df(2, 2)} .

4. (a) Montrer que pour tous (z1, %), (@2,%2) € R?, on a

[|(z1,91) — (2, y2)ll < Qllf(ﬂfl»yl) " f(l"z,yz)u-

En déduire que la foncti
8 ehionlfe R? 2 . 3
(b) Déduire que f(R?) = R? f(R?) — R? est lipschitzienne de rapport 2

Indicatsi
ion. on pourra m ———
/ wontrer que f(Rz) /
est un fermé
é.

Soit la foncti G
ction f : R?
f : R? — R? définie par

f(z,y) = (@* + y*)ezp(a® - 7).

Défell ] ) eu e
niner ] ] 1
< (0) riti
(S €s c ¢ atur




